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Derivada Direcional e Gradiente

1) Calcule o gradiente das seguintes fungdes:

(1.1) z=2x2+5y2 (12) 2= ———

X“+y
(1.3) w= 3x2 + y2 —47? (1.4) w=cos(xy) + sen(yz)
(1.5) w=In(x? +y2 +z2) (1.6) w=e? cos(2x) cos(3Yy)

2) Determine a derivada direcional da funcdo dada na direcdo do vetor V.
(21) z= 2x2 +5y2, V= [cos(%),sen(%)}

1

X2+y2

2.2) 2= LV =(1,1)

(2.3) z= y2tg 2(x), V= %(—\/5,1)

(2.4) w=cos(xy)+sen(yz), V= [_1 E]
333
J3

(25) w=In(x% +y2 +2%), V = ?3(1,—1, 1)

W N

2..2 .2
2.6) w=edX"+Y"+2%) g=(1 0, 1)

3) Determine o valor maximo da derivada direcional da funcdo f no ponto dado e a

direcdo e o sentido em que ocorre.

(3.1) z=2x% +3y?, P(L,-1)

(3.2) z= e(zy)arctg(s—{(j, P (1, 3)

(3.3) w=cos(yz) +sen(xy), P (-3,0, 7)



(3.4) w=2xyz+y% +22,P(1,1,1) .

4) Suponha que numa certa regido do espaco o potencial elétrico V seja dado por

V(x,Y,2) =5x2 —3Xy +XyZ .

(4.1) Determine a taxa de variagdo do potencial em P(3, 4, 5) na dire¢do do vetor
V=(11-1).

(4.2) Em que direcéo e sentido V varia mais rapidamente em P?

(4.3) Qual a taxa maxima de variacdo de P?

5) Uma equacdo da superficie de uma montanha é z = 1200 — 3x* — 2y?, a distancia esta
em metros, 0s pontos do eixo X a leste e 0s pontos do eixo y a norte. Um alpinista esta
no ponto correspondente a (-10, 5, 850).

(5.1) Qual é a direcdo e o sentido da parte que tem inclinacdo mais acentuada?

(5.2) Se o alpinista se mover na direcdo leste ele estara subindo ou descendo, e qual sera
esta razao?

(5.3) Se o alpinista se mover na direcdo sudoeste, ele estara subindo ou descendo, e qual
sera esta razao?

(5.4) Em qual direcéo ele estara percorrendo um caminho plano?

6) Uma chapa de metal aquecida em um plano xy de tal modo que a temperatura T é
inversamente proporcional & distancia da origem. Se a temperatura em P(3,4) é 100°,

determine a taxa de variacdo de T em P na direcdo do vetor u =i+ j. Em que direcdo e

sentido o crescimento de T em P é maior? Em que direcdo a taxa de variagdo € nula?

Pontos Criticos

7) Determine e classifique os pontos criticos de:

2.2
(7.1) z =X +Y%) (7.2) =32 +2xy + 2X+ Y2 + y + 4
1 64
(7.3) z=(x% -1)(y? -4) (7.4) 7 Y
(75) 2=—— (7.6) z=6y? —8x2 + Zy® _Ty4
X“+y“+4 3 4



(7.7) z:x4+xy+y2—6x—5y (7.8) z:y2x+2yx+2x2—3x

8) Determine os pontos extremos de:
8.1) z= 25— x2 — y2 tais que X2 + y2 -4y =0
8.2) z= X2 +2Xy + y2 taisque x—y=3

(8.3) z = 4x° +2y2 +5 tais que X2 + y2 -2y=0
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(8.4) W= x2 +y2 +2° taisque 3x—2y—-4=0

(8.5) w=x+y+z taisque x2—y2+z2 =4

9) De todos os tridngulos de perimetro fixo, determine o de maior area.
(Use que A? = p(p —a)(p —b)(p —), onde p é o semi-perimetro)

10) Suponha que a temperatura de um ponto (x,y,z) é dada por x + 2y + 3z. Determine
as temperaturas extremas (maxima e minima) na esfera de raio 1 centrado na origem, e

ache os pontos onde estas temperaturas extremas sdo atingidas.

11) Mostre que o volume do maior paralelepipedo retangular pode ser inscrito num

2 2,2
. X z ., 8abc
elipsoide —2+y—2+—2=1 6 —.
b ¢ 33
12) Mostre que o volume maximo de um cilindro circular com area total fixa igual a 1 é
1

3V6r

13) Determine os pontos na superficie xyz = 1 que estdo mais proximos da origem.

14) Uma caixa retangular sem tampa deve ter um volume de 32 m®. Encontre as

dimensdes da caixa que tem a menor area superficial.

Integracdo Dupla

15) Esboce a regido de integracao e inverta a ordem nas seguintes integrais:

(y/2)

2
1ex 13X
o fy)ddy  (15.2) jo jxg f(x,y)dydx  (15.3) jo T y)dyelx

(15.1) j;



16) Esbhoce a regido de integragéo e inverta a ordem e calcule as seguintes integrais:

(16.1) [ jr (Sen_(ﬂx)jdxdy (16.2) j j e dxdy  (16.3) j [ \/—(\/x + jdxdy

17) Calcule ”R f (x, y)dA, onde

(17.1) f(x,y)=xe” ;R é regido {(x.y)eR2/1SX33e0£ysl}
(17.2) f(x,y)=xcos(xy); R é regido {(x.y)eR2/O§xg260§y$ﬂ/2}
(17.3) f(xy) = ——2 R éregido {(x.y)eRZIOSXSleOSygl}

18) Calcule as seguintes integrais, sabendo que R é regido limitada pelas curvas dadas:
(18.1) ”R(S—x— y)dxdy ; R = {y =x%e y=4}

(18.2) ”R(x+ y)dxdy ; R:{y:x2 +1y = X2,x =-lex = 1}

(18.3) [, (

5 dxdy ; R={y=xy = 2x,x=1e x=2}
x? +y?

19) Transforme as seguintes integrais para coordenadas polares e calcule-as

dxdy ; R:{13x2+y234}

-

(19.2) “nydxdy; R:{xzo, y>0,1<x% +y? 34}

dxdy ; R:{(x—a)2+y2 saz}

(19.4) ”R(l—xz —yz)dxdy; R={x20, yzO,x=O,y:x,x2 +y2 :1}

20) Calcule, usando integral dupla, o volume:

(20.1) do tetraedro delimitado no 1° octante pelo plano %+ g +y=1
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(20.2) do so6lido limitado pela superficie f (X, y):4—X——i/—6, 0s planos x=3 e

9

y =2 e 0s trés planos coordenados.

(20.3) do sélido do 1° octante delimitado pelos planos coordenados, pelo paraboloide
z=x? +y2 +1 e pelo plano 2x+y =2

(20.4) Determinar o volume do sélido limitado pelo plano z = o e pelo paraboloide
z=1-x*—y?(use coordenadas polares).

Campos Vetoriais

21) Descreva geometricamente os seguintes campos de vetores definidos em R?:

(21.1) F(x,y) =x%] (21.2) F(x,y) =i +] (21.3) F(x,y) = —yi + X

22) Calcule a divergéncia dos seguintes campos vetoriais:
_ 2 x24y2 ~
(22.1) F(x,y) =(xy“,e ) (22.2) F(x,y) = (cos(x +y), sen(mxy))
(22.3) F(x,y,2) = (¥, %,2) (22.4) F(x,y,2) = (5,3, 2%)
~ 2 2 2
(22.5) F(x,y,z) =(* Y2, %9 )

(22.6) F(x,y,2) = (x+cos(y), zsen(x), x> yz)

23) Calcule o rotacional dos seguintes campos vetoriais:
(23.1) F(x,y,2) = (32°,3x% 3y?)

(23.2) F(x,Y,z) = (sen(x), zcos(y),3z)

(23.3) F(x,V,2) = (cos(2xy),3x + 2z + Y, yz?)

(23.4) F(x,y,2) = (X, Y,2)

24) Verifique se 0s seguintes campos sdo conservativos e, em caso afirmativo, calcule o

potencial:
(24.1) F(x,y) = (2xsen(y) + 4e*, cos(x))

(24.2) F(x,y)=(Y,xe¥ +y)



(24.3) F(x,y) = (3x% + 2y 4xy + 6y?)
(24.4) F(x,Y,2) = (yz,X2,%y)

(24.5) F(x,y,2) = (yze¥,xze¥ e +cos(z))

Integrais Curvilineas

25) Calcule a integral de linha, onde C é a curva dada:

(251) Ixydx + (x—y)dy, C consiste dos segmentos de reta de (0,0) a (2,0) ede (2,0) a
C

(3,2).

(25.2) J.y(xz + y2)dx— x(x2 + y2)dy+ xydz ,
C

C:x=cos(t),y=sen(t),z=t,-7<t<nx

(25.3) szdx + y2dy +22dz, C consiste nos segmentos de reta de (0,0,0) a (1,2,-1) e de
C

(1,2,-1) a (3,2,0).

26) Calcule flf -dy em cada um dos seguintes casos:
Y

(26.1) F(x,y)=Xx21 +(x—y)], @) =(t,sen(t)),0<t<
(26.2) F(x,y)=x%], »(t) =(t3,3),-1<t<1
(26.3) F(x,y,2) = x2T + y2] +2°K , »(t) = (2cos(t),3sen(t),t),0< t < 27

(26.4) E(x,y,2) = (x+y+2)K, »(t) =(t,t,1-t%),0<t<1
- - . = '\/; d - e
27) Calcule a integral de linha do campo vetorial F :7| +2j+k no percurso

definido por x =2y = 22 do ponto (0,0,0) até o ponto (1,1/2,1).
28) Calcule a integral de linha do vetor F = yi +zj + xk ao longo da trajetoria fechada
determinada pelo circulo de raio 2 centrado na origem e contido no plano cuja normal é

ovetor i +j +k.



29) Calcule a integral de linha do campo F =—zi +3xj +2yk , no caminho fechado

definido pelas arestas do triangulo cujos vértices sdo (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1)
(percorridos nesta ordem).

30) Mostre que as integrais a seguir ndo dependem do caminho C escolhido. Calcule

essas integrais.

30.1) J'(szeny)dx+ (x2 cosy —3y2)dy , onde C é qualquer caminho de (-1,0) a (3,2).
C

30.2) J‘(—eX cos y)dx + (e*seny)dy , onde C é qualquer caminho de (0,0) a (2,1).
C

30.3) _[(2xydx + xzdy + zdz) , onde C é qualquer caminho de (0,1,1) a (1,0,1).
C

Teorema de Green

31) Utilize o Teorema de Green para calcular as seguintes integrais de linha:

2
(31.1) §[ X Zjdx+arctg(x)dy, onde C é o caminho fechado formado por
1+Xx
C

y=0,x=1Ly=1x=0.

(31.2) :f(xdx+xydy), onde C é o caminho fechado formado por y =0, X2 + y2 =1,
C

(x,y=0), x=0.
(31.3) j-(—y3dx+ x3dy) , onde C é o caminho fechado, no primeiro quadrante, formado
C

por y=x>e y=x.

(31.4) :f(x2 —y)dx + xdy, onde C ¢ a circunferéncia X2 + y2 =9.
C

(31.5) §(—y2 + arctg (x))dx + In(x)dy, onde C é o caminho fechado formado por y = X2
C

e x=y2.



32) Determine o trabalho realizado pelo campo de forca F(x,y) = (x2,xy) sobre uma

particula que d& uma volta no circulo X2 + y2 =4 no sentido anti-horario.

RESPOSTAS

2

(1.1) 2(2x,5y) (1.2) _—2 (x,y)  (1.3)2(3%,y, -42)
(2 +y2)

(1.4) (- ysen(xy),-xsen(xy) + zcos(yz), y cos(yz))

2X 2y 212
(1.5) , ,
x2+y2+z2 x2+y2+z2 x2+y2+z2

(1.6) e* (- 2sen(2x) cos(3y),~3cos(2x)sen(3y), cos(2x) cos(3y))

—\/§(x+ y)

2.1)10 2.2
(21) 10y @2 55

(2.3) —ytg (x)(\/§ysec2 X —tgXx) (2.4) %((y —2x)sen(xy) + (2z + 2y) cos(yz))

243 X-y+12 +x24y2 472

(25) = [X2+y2+22] (2.6) V2(x + z)eITX"+y"+2%)
6 6

(3.1) 2413, v = (4,-6) (3.2) %\/%2 +67+10, v= %(3,37[ +1)
(3.3)3, v=(0, -3, 0) (3.4)6,v =2, 4,4)

32
(4.1) NG (4.2) (38, 6, 12) (4.3) 2+/406
(5.1) (i —LJ (5.2) subindo 60 m por m

BTN | P

(5.3) descendo a 20v2mporm  (5.4) (\/_ \/_j [_%_%J

28
2

(7.1) (0, 0) ponto min (7.2) (—% —%) ponto min

6) ——; (12,-16); 1(4i—3j); 1 #0

(7.3) (0,0) max; (1, 2), (1, -2), (-1,2), (-1, -2) selas (7.4) [—%,16] ponto max



(7.5) (-2, 0) ponto min; (2, 0) ponto max

(7.6) (0, 0) sela; (0, -3) e (0, 4) ponto max local
(7.7) (1, 2) ponto min

(7.8) (0,1)e(0,-3) selas; (1, -1) min

(8.1) (0, 0), (0, 4) (. 2)(E —gj (8.3) (0, 0), (0,2)
12 8
(8.4) (E 13 o] (8.5) (2, -2, 2), (-2, 2, -2)

9) triangulo equilatero

10) Trmax = V14 em (\/_ \/2_ \/3_] e Tmin~ —+14 em (—

13) (1, 1,1), (-1,1,-1),(-1,-1,12),(4,-1,-1)
14) 4 cm por 4cm por 2cm

1_2_3)
Via' V147 14

(15.1) (15.3)
| y =3X
3 e
2 JE
T y F 2X
b =
¥ 19y y
f(x, y)dydx 22 31
fo g J 7 x y)dedy ] 0x y)dxy + [ [ £(x, y)dxdy
vy 0y 2y
3 3
(16.1) (16.2) (16.3)




() e vy - 62 2] 1717 -1
J- (sen(m())dydx_i _(|;E|;ye dydx = 5 J;O x* £ 1dydx = -

X

£

1

(17.1) e —e—2 (17.2) 4/ 7 (17.3) N§+‘/§+l
(18.1) % (18.2) 0 (18.3) (arctg(Z) —%jm 2
(19.1) 27 (19.2) 15/8 (19.3) 4a (19.4) 7/16
(20.1) 1 (20.2) 4312 (20.3) 11/6 (20.4) 712

2.2
(22.1) y? +2yeX" Y (22.2) —sen(x+y)+z xcos(z xy) (22.3) 1
2 2 2
(22.4)y + 2z (22.5) 2xyz(ex N RN j (22.6) 1+ x%y

(23.1) 6yi +62zj +6xk (23.2) —cos(y) T

(23.3) (z2 - 2)i +(3+2xsen(2xy))k  (23.4) 0
(24.1) ndo conservativo

2

(24.2) conservativo; u(x,y) = xe¥ + y7 +k, k é constante

(24.3) conservativo; u(x,y) = X3 + 2y2x - 2y3 +k , k é constante

(24.4) conservativo; u(x,y,z) = xyz +k , k é constante

(24.5) conservativo; u(x, y,z) = ze” +senz +Kk , k é constante

(25.1) 17/3 (25.2) - 21 (25.3) 35/3
3 3
(26.1) % —2 (26.2) 0 (26.3) 8% (26.4) —1—61
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27) 713

(30.1) 9sen(2) — 8

(31.1) 1

31.5) 2
5

28) —127

(30.2) - e? cos(D) +1

1
(312) 3

32)0

29) 2

(30.3) 0

(31.3) %

314) 18«
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